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异构多智能体系统的输出同步：一个基于数据的强化学习方法 

刘莹莹，王占山 
（东北大学信息科学与工程学院，辽宁 沈阳 110819） 

摘  要：通过强化学习研究了异构多智能体系统的输出同步问题。根据多智能体系统的拓扑结构，定义一个具有

邻居控制输入的性能指标和价值函数。为克服已有控制方法需要系统模型的弊端，提出一个基于系统数据的强化

学习算法，使输出同步控制器也可以被应用于模型未知的情况。此外，通过调节价值函数中的权重矩阵，可以减

少每个智能体的控制成本。最后，通过一个仿真示例验证了该方法的有效性和定义的价值函数的优越性。 
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Output synchronization of heterogeneous multi-agent system: 
a reinforcement learning approach based on data 

LIU Yingying, WANG Zhanshan 
College of Information Science and Engineering, Northeastern University, Shenyang 110819, China 

Abstract: The output synchronization of heterogeneous multi-agent system was studied by reinforcement learning. Ac-
cording to the topology of multi-agent system, the performance index and value function with neighbor control input 
were defined. To overcome the disadvantage of existing control methods that require system model, a reinforcement 
learning algorithm based on system data was proposed. Hence, the output synchronization controller can also be applied 
when the system model was unknown. In addition, by adjusting the weight matrix in value function, the control cost of 
each agent can be reduced. Finally, a simulation example was given to illustrate the effectiveness of proposed method and 
the superiority of defined value function. 
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1  引言 

多智能体系统（multi-agent system，MAS）可以

描述一组系统的集体行为，并且有很多重要的应

用[1-3]。近些年涌现了大量关于 MAS 问题的研究[4-8]。

其中，输出同步问题是 MAS 的一个基本问题。在

很多实际应用中，每个智能体的动态和维度可能是

不同的，因此，研究异构 MAS 的输出同步是十分

重要的[9]。 
目前，已经有许多关于异构 MAS 输出同步问

题的分布式控制器设计方法的研究[10-12]。大部分控

制器设计方法需要求解 MAS 的输出调节方程，并

且不可避免地需要系统模型信息。参考文献[11]基
于内模原理提出了一种统一的方法来解决异构

MAS 的输出群同步问题。参考文献[12]通过设计分

布式观测器研究了离散MAS的协同输出调节问题。
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参考文献[11-12]都是基于系统模型得到的结果。然

而，在许多实际应用中是无法获取 MAS 的精确模

型的。因此，已有的分布式控制方法不能应用于这

些系统模型未知的情况。 
强化学习起源于“试错学习”，强调使用基于

环境的反馈修改行为，它由英国生物和心理学家

Conway Morgan 正式提出[13]。随后，Werbos P J 将
强化学习用于求解单系统的最优调节问题[14-15]。由

于强化学习可以利用系统数据迭代求解最优控制

问题，它也被广泛应用于求解 MAS 问题[7,16-17]。例

如，参考文献[16]利用离策略强化学习算法求解

MAS 的最优输出同步问题。 
作为强化学习的一种，Q 学习可以利用系统状

态和控制信息求解最优控制问题[18-19]。因此，可以

借助系统数据，利用 Q 学习求解异构 MAS 的输出

同步问题。参考文献[19]通过 Q 学习算法求取离散

时间异构 MAS 的最优分布式控制策略。 
对于大多数求解异构 MAS 输出同步问题的强

化学习算法，其价值函数由追踪误差和智能体本身

的控制输入组成[16-17,19]。这样的价值函数虽然能在

一定程度上减少控制成本，但是没有考虑 MAS 拓

扑结构对价值函数的影响，即没有考虑邻居智能体

对智能体本身的影响。因此需要定义一个包含邻居

控制输入信息的性能指标和价值函数，从而减少每

个智能体的控制成本。 
基于以上讨论，在价值函数中考虑异构 MAS

的拓扑信息，并借助系统数据，使用强化学习方法

求解异构 MAS 的输出同步问题是十分迫切的。因

此，本文定义了一个含有邻居控制输入信息的性能

指标，然后基于强化学习中的 Q 学习提出一个求解

MAS 控制器的强化学习算法。 

2  基本知识和问题描述 

本节首先描述图理论和 MAS 的连接拓扑，然

后阐述 MAS 的输出同步问题。 
2.1  图理论和 MAS 的连接拓扑 

一般来说，MAS 的连接拓扑可以用图理论描

述。构成图 ( , , )=S V E A 的 3 个要素分别是节点集

{1, , }N=V 、 边 集 ∈ ×E V V 和 邻 接 矩 阵

[ ], , 1, ,ija i j N= = …A 。图S的边由 ( , )ijv j i= 表示，

意味着信息由节点 j 流向节点 i。如果 ijv ∈E，则

0ija > ，否则 0ija = 。除此之外，节点 i的邻居集定

义为 { | }i ijj v= ∈N E 。图S 的度矩阵 D 定义为

1
diag{ },

N

i i ij
j

d d a
=

= =∑D 。由此可得图S的拉普拉斯

（Laplacian）矩阵 = −L D A 。 
如果 MAS 存在领导者，并且每个智能体都可

以直接或间接获得领导者的信息，那么图S包含了

一个生成树。如果领导者直接连接到节点 i上，那

么牵引增益 1ig = ，否则 0ig = 。图S的牵引矩阵

为 diag{ }, 1, ,ig i N= = …G 。 
2.2  MAS 的输出同步 

考虑如下线性离散时间异构 MAS： 

 
( 1) ( ) ( )
( ) ( ), 1, ,
i i i i i

i i i

k k k
k k i N
+ = +

= = …

x A x B u
y C x  （1） 

其中，N代表智能体的个数， ( ) ( )i in m
i ik k∈ ∈、x u

和 ( ) q
i k ∈y 分别代表智能体 i的系统状态、控制输

入（即分布式控制器）和输出，ni、mi、q分别表示

ix 、 iu 、 iy 的维度。系统矩阵 i i i in n n m
i i

× ×∈ ∈A B、 、 
iq n

i
×∈C 是时不变的。同时，假设 ( , )i iA B 是可控的。 

领导者的动态表示如下： 

 
0 0 0

0 0 0

( 1) ( )
( ) ( )
k k
k k
+ =

=

x A x
y C x  （2） 

其中， 0 ( ) pk ∈x 和 0 ( ) qk ∈y 表示领导者的系统状

态 和 输 出 ， p 表 示 x 0 的 维 度。 系 统矩阵

0 0
p p q p× ×∈ ∈A C、 。 

根据式（2）和图S，给出 MAS 输出同步问题

的通用假设[20]，具体如下。 
假设 1：领导者的所有特征值都在单位圆上，

并且不重复。 
假设 2：图S存在生成树。 
对于线性离散时间异构 MAS，输出同步问题就

是设计一个分布式控制器 ( )i ku ，使所有智能体的输

出 ( )i ky 和领导者的输出 0 ( )ky 达到同步。追踪误差

( ), 1, ,i k i N= …e 定义为： 

 0( ) ( ) ( )i ik k k= −e y y  （3） 

并且追踪误差需要满足： 
 lim ( ) 0, 1, ,ik

k i N
→∞

= ∀ = …e  （4） 

3  利用强化学习解决 MAS 的输出同步问题 

在第 3.1 节定义了一个具有邻居控制输入的性

能指标和价值函数，根据定义的价值函数得到 MAS
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的贝尔曼（Bellman）方程。基于 Bellman 最优原则，

得到一个基于系统模型的最优控制表达式。为了在

系统模型未知的情况下也可以控制 MAS 达到同步，

在第 3.2节基于强化学习中的Q学习提出了一个求解

MAS 控制器的强化学习算法。 
3.1  基于模型的最优控制器 

根据式（3）和式（4），定义需要最小化的性

能指标： 

 

0 0

( ( ), ( ), ( ))

[ ( ), ( ), ( )]

[( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )]
i

i j

l k
j

l k

i i

i i i
l k

i i i
l k

i i i j ij j
j

k k k

l l l

l l l l

J

l l l l

λ

λ

∞

=

∞

=

−

∈

−

=

=

− − +

+

∑

∑
∑

e u u

L e u u

y y W y y

u R u u R u

�

� �

N

（5） 

其中，λ为折扣因子， i im mq q
i i ij

××∈ ∈ > ∈0、 、W R R  
j jm m× 0≥ 为对称矩阵。由式（5）可知，智能体 i的

追踪性能不仅取决于其追踪误差和控制输入信息，

还取决于与其相连的邻居智能体 j 的输入信息，这

与 MAS 的拓扑结构相关。因此，最小化性能指标

可以减少每个智能体的控制成本，并完成 MAS 的

共同任务——输出同步。 
基于式（5），如果控制策略 ui是可允许的（即

控制策略 ui 是可以得到并输入系统的），则每个智

能体的价值函数可以定义为： 

 ( ) ( ( ), ( ), ( ))i i i i jV k J k k k= e u u  （6） 

定 义 增 广 状 态 0( ) [ ( ) , ( ) ]i ik k k= ∈X x x� � �  
2

0( ) [ ( ) , ( ) ]in p q
i ik k k+ = ∈Y y y、 � � � 。根据式（1）

和式（2），相应的增广系统为： 

 

( 1) ( ) ( )

( ) ( )
i i i i i

i i i

k k k

k k

+ = +

=

X A X B u

Y C X  （7） 

其中，系统矩阵
0

( ) ( )i ii n p n p
i

+ × +⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

A
A

A
0

0
、 

( )i ii n p m
i

+ ×⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

B
B

0
、

0

2 ( )ii q n p
i

× +⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

C
C

C
0

0
。 

根据增广状态 ( )i kX ，价值函数可写为： 

 

( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ))
i

i i i i i i i
l k

j ij j
j

l kV k l l l l

l l

λ
∞

=

∈

−= + +∑

∑

X W X u R u

u R u

� �

�

N

（8） 

其中， 0

0

( ) ( )

0 0

i in p n pi i i i i
i

i i i

C
C

+ × +⎡ ⎤−
= ∈⎢ ⎥−⎣ ⎦

W
C W C WC
C W C WC

� �

� �
。 

注释 1：不同于已有的研究异构 MAS 输出同步

问题的文章（如参考文献[16-17,19]），本文的价值

函数包含邻居智能体 ( )ij j∈N 的控制输入 ju 和邻

居控制权重矩阵 ijR 。可以通过调节 ijR 来调节 ju 在

价值函数中的占比。因此，本文可以在减少自身控制

成本的同时，减少邻居智能体的控制成本。 
对于由线性系统（式（1））和二次价值函数

（式（8））构成的线性二次追踪问题，其价值函数

在状态上是二次的。此外，因为价值函数（式（8））
考虑了邻居智能体的控制输入，所以智能体 i的价

值函数与由自身状态和邻居状态构成的二次型函

数近似。因此，价值函数（式（8））可以近似表示

为如下二次型形式：  

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )
i

i

i

i i i
j j

j j

k
V k k k k

∈ ∈

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑
X

X X P X
��

N N

（9） 

其中，
11 12

21 22 0i i
i i

i i

⎡ ⎤
= = >⎢ ⎥
⎣ ⎦

P P
P P

P P
� 且 ( ) ( )11 i in p n p

i
+ × +∈ 、P  

( ) ( )
12

i
j i

jn p n p

i
∈

+ × +∑
∈ 、P N

( ) ( )
21

i
j i

jn p n p

i
∈

+ × +∑
∈ 、P N 22

i ∈P  
( ) ( )

j ji i
j jn p n p

∈ ∈

+ × +∑ ∑
N N 。注意矩阵 iP 是构成价值函数

( )iV k 二次型形式的内核矩阵，下一节将用矩阵 iP
推导出 MAS 的 Q 学习算法。 

结合 Bellman 原则，可以得到 MAS 的 Bellman
方程： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( 1)
i

i i i i i i i

j ij j i
j

V k k k k k

k k V kλ
∈

+= +

++∑
X X u R u

u R

W

u

� �

�

N

 （10） 

根据 Bellman 最优原则，可以得到 MAS 的

Bellman 最优方程： 

 

{
}

( )

*

*

( ) min ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( 1)
ki

i

i i i i i i i

j ij j i
j

V k k k k k

k k V kλ
∈
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+

+
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u

X X u R u
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�
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（11） 

相应的最优控制为： 

{
}

( )

*

* ( ) argmin ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( 1)
ki

i

i i i i i i i

j ij j i
j

k k k k u k

k k V kλ
∈

= + +

+ +∑
u

u X X u R

u R u

W� �

�

N

（12） 

为了求得最优控制的具体表达式，将价值函数的
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二次型形式（式（9））代入式（10），得到： 
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1)
( 1) ( 1) ( 1)

i
i

i

i
i
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i i
j j
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  （13） 
由此定义相应的哈密尔顿（Hamiltonian）函数

( )iH k 为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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( 1) ( 1) ( 1
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将式（7）代入式（14），通过 
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i

H k
k

∂
=

∂
0

u
 （15） 

可以求得最优控制的具体表达式为： 
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1
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其中， 1 2 3
i i i iK K K K、 、 、 分别为控制器的控制增益： 
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并且 iP 满足式（13）。 

由式（17）可知，所获得的控制器是基于系统

模型 ( , , )i i iA B C 的，它无法在系统模型未知的情况

下完成 MAS 的输出同步控制。因此，下一节将给

出一个基于数据的强化学习算法，通过该算法进一

步求解 MAS 的输出同步问题。 
3.2  基于 Q 学习的 MAS 强化学习算法 

在第 3.1 节针对模型已知的情况给出了一个需要

系统模型的控制器。但是，在一些实际系统中，被控

MAS 的精确模型是无法获取的。为了提高系统的适

应性和学习性，本节提出了一个基于系统数据的 Q 学

习算法，通过该算法求解 MAS 的同步控制器。 
根据 Bellman 式（式（10）），定义 MAS 的 Q

函数为： 
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结合增广系统（式（7））和价值函数（式（9）），
式（18）的 Q 函数变为： 
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然后根据 

 
( )

0
( )
i

i

Q k
k

∂
=

∂u
 （20） 

得到控制器： 

( ) 1

\ \( ) ( ) ( )i i i i
i i i uu uX u X u u ik k k

−
⎡ ⎤= = − ⎣ ⎦u K E E E Eη η

  
  （21） 
根据式（21），要想得到控制器 ( )i ku ，就要先

求矩阵 iE 。因为 

 
( )

** ( ) min ( ) ( )
ki

i i iV k Q k Q k= =
u

 （22） 

所以 Q 函数的 Bellman 方程为： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( 1)
i

i i i i i i i

j ij j i
j

Q k k k k k

k k Q kλ
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= + +

++∑
X X u R u
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N

 （23） 

根据式（19），式（23）变为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( +1) ( +1)
i

i i i i i i i i i

j ij j i i i
j

k k k k k k

k k k kλ
∈

+

= + +

∑
s E s X X u R u

u R u s E

W

s

� � �

� �

N

 （24） 
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由此，可以通过式（24）求得矩阵 iE ，进而求

得控制器（式（21））。然而，此时求得的控制器要

求每个智能体都能知道领导者的信息 0 ( )kx ，这在

不同的拓扑结构下是无法保证的，因此需要引入一

个分布式观测器 0 ( )kx ： 
1

0 0 0

0 0 0 0
1

( 1) ( ) c(1 )

[ ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))]

i i
i i

N
j i i

ij i
j

k k d g

a k k g k k

−

=

+ = + + + ×

− + −∑

x A x M

x x x x （25） 

其中， c是一个正常数，M 是一个待设计的矩阵。

通过观测器，未被牵引到领导者的智能体 i也可以

获得领导者的估计信息。 
定义观测误差 0 0 0( ) ( ) ( )i ik k k= −x x x ，所以 

0 0

( )ˆ( ) ( ) ( )
( ) ( )

i
i i i i i

k
k k k

k k
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0x
X X X

x x
 （26） 

基于式（26）， ( )i ks 和 ( )i kη 可以改写为： 
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u 0
N N

N

η η η  （28） 

需要说明的是，本文引入的观测器（式（25））
在参考文献[19]中已有研究。考虑到篇幅的限制，

笔者进行了简要的描述。根据参考文献[19]，观测

误差 0 ( )i kx 是稳定的，因此当 ( )ik k →→∞ 0时，X 。 

结合式（21）、式（24）及式（26）~（28），可用

如下基于 Q 学习的强化学习算法求解 MAS 同步控制

器。 
算法 1  基于 Q 学习的强化学习算法 
步骤 1：初始化。设置迭代数 0l = ，选择任意

的控制策略 0 ( ), 1, ,iu k i N= … 。 

步骤 2：价值更新。 
1 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l l

i i i i i i i i i
lk k k k k k+ = + +iWs E s X X u R u� � �   

 ˆ ˆ( ) ( ) ( +1) ( +1)
i

l l
j ij j i i i

j

l k k k kλ
∈

+∑ u R u s E s� �

N

（29） 

步骤 3：策略提升。 

( )( )
1 1

11 1

\ \

ˆ( ) ( )

ˆ ( )

l l
i i i

l li i i i
uu uX u X u u i

k k

k

+ +

−+ +

= =

⎡ ⎤− ⎣ ⎦E E E

u

E

K η

η  （30） 

步骤 4：判断终止条件。设ε 是一个小的正值，

如果 1| ( ) ( ) |ll
i i ε+ − ≤K K ，停止迭代，否则 1l l= + ，

并跳转到步骤 2。 
注释 2：从算法 1 可以看出，式（30）基于系

统数据求解异构 MAS 的输出同步问题。因此，本

文通过强化学习中的 Q 学习克服了已有研究需要

系统模型的弊端[12-13]。 

4  仿真示例 

本节给出一个仿真示例来验证所提方法的有

效性。对于线性离散时间异构 MAS（式（1）），N=3，
其中， 

 

[ ]

[ ]

1 1 1

2 2 2

3 3 3
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1 2 2

, , 1 2 ,
2.2 1.7 1.6

1 1 3
, , 1 1

10 3 2

= = =

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A B C

A B C

A B C  （32） 

对于领导者动态（式（2）），其中， 

 [ ]0 0

cos(0.1) sin(0.1)
, 1 1

sin(0.1) cos(0.1)
⎡ ⎤

= =⎢ ⎥−⎣ ⎦
A C  （33） 

从式（31）和式（32）可以看出，系统动态矩阵

, 1, ,i i N= …A 和领导者动态矩阵 0A 的维度和数值是

不同的，因此可以通过上述示例验证异构 MAS 的输

出同步问题。MAS 的有向拓扑如图 1 所示。 

 
图 1  MAS 的有向拓扑 

从以上描述可知， 1 2 31 2 1n n n q= = = =、 、 、 

1 2 3 1 2m m m p== = =、 ， 则 由 图 1 可 知 ，

0 0 1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

、 、 。A D G  
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式（15）中参数如下： 0.9 10 40,i iλ= = =R W、 、  
1, ,i N= 、 13 10= 、R 21 3210 10= =、R R 。 

基于以上信息，通过算法 1 可以获得系统的控

制律。图 2 和图 3 分别是控制律作用于系统上的输

出和跟踪误差。最终，智能体的输出 ( ), 1, ,i k i N= …y
追踪到了领导者的输出 0 ( )ky ，跟踪误差趋于 0，从

而解决了异构 MAS 的输出同步问题，验证了本文

方法的有效性。 

 
图 2  智能体的输出 ( )i ky 和领导者的输出 0 ( )ky  

 
图 3  跟踪误差 ( )i ke  

为了进一步验证注释 1，选取 13 0.01= 、R  

21 320.01 0.01= =、R R ，即智能体 i的价值函数中几

乎没有邻居智能体的输入。图 4~图 6 展示了 MAS
控制过程中不同 , iij j∈R N 下控制输入的变化。 

由图 4~图 6 可知，小权重 0.01ij =R 对应大的

控制输入幅值，大权重 10ij =R 对应小的控制输入幅

值。因此，可以通过调节 ijR 减少每个智能体的控制

成本，从而验证了本文定义的具有邻居控制输入的

性能指标和价值函数的优越性。  

 
图 4  不同权重矩阵下 1( )ku 的变化 

 
图 5  不同权重矩阵下 2 ( )ku 的变化     

 
图 6  不同权重矩阵下 3 ( )ku 的变化    

5  结束语 

本文研究了异构 MAS 的输出同步问题。首先，

通过定义一个具有邻居控制输入的性能指标和价

值函数，得到 MAS 的 Bellman 方程；然后，根据

最优原则得到基于模型的 MAS 输出同步问题的控

制器；为了使控制器也可以应用于模型未知的情

况，提出一种基于 Q 学习的强化学习算法；最后，
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给出一个仿真示例，并验证了本文方法的有效性。

通过调节权重矩阵，体现了本文定义的价值函数的

优越性。 
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